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论文 题目 : 方程 的 另 用 一 一 从 生 锈 圆规 作 图 问题 到 生 锈 圆规 作 图 方 
程 ， 从 3n+1 猜想 到 3n+1 方程 

摘要 :关于 生 锈 圆规 作 图 (用 固定 半径 为 1 的 圆规 作 图 ) 问题 由 来 
DA. 10 世纪 时 ， 有 数学 家 提出 用 直 尺 和 半径 固定 的 圆规 作 图 。 

上 世纪 著名 的 美国 的 几何 学 家 佩 多 (Pedoe〉 曾 精心 选择 了 两 个 
问题 在 加 拿 大 的 一 个 数学 杂志 《Crux》 上 征 解 。 两 个 问题 均 为 中 
国 数学 工作 者 解决 〈 见 文献 [1])。 目 前 这 方面 最 好 的 结果 是 证 明 

了 从 两 点 出 发 作 图 时 生 锈 圆规 的 能 力 和 普通 规 尺 是 等 价 的 〈( 见 文献 
[2])。 中 科 院 张 景 中 院士 曾 在 1986 年 中 国 的 《自然 杂志 》9 卷 4 期 上 
提出 了 一 个 未 解决 的 生 锈 圆规 作 图 问题 : 已 知 А,В,С 三 点 ， 能 耕作 

出 点 D, 使 得 AC=AD,BC=BD? 

本 文 在 提出 的 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 的 方法 〈 也 可 见 文 献 [3]、 文 献 
[4]) 的 基础 上 构造 了 生 锈 圆规 作 图 方程 《也 可 见 文 献 [4])。 生 锈 圆 

规 作 图 方程 的 作用 是 : 说 明 哪些 点 为 什么 可 以 利用 生 锈 圆规 作出 ,， BB 
些 点 为 什么 不 可 以 利用 生 锈 圆规 作出 。 本 文 提出 了 一 个 生 锈 圆规 作 图 
方程 定理 , 总 结 了 前 人 为 什么 可 以 证 明 从 两 点 出 发 作 图 时 生 锈 圆规 的 
能 力 和 普通 规 尺 是 等 价 的 ， 以 及 一 些 尚未 解决 的 问题 的 解答 ， 即 问 
Я (1): EA A,B,C 三 点 , 能 否 作 出 点 D, 使 得 AC=AD,BC=BD? ( 张 
景 中 院士 曾 在 1986 年 中 国 的 《自然 杂志 》9 卷 4 期 上 提出 ) 问题 (2): 
已 知 A，B，C，D 四 点 《四 个 点 中 任意 三 点 不 共 线 )， 能 否 作出 直线 


АВ 与 CD 的 交点 Е? 直线 AC 与 BD 的 交点 F? 直线 AD 与 BC 交点 


G? 问题 (3): 仅 利 用 AABC 的 三 个 顶点 А,В,С, ВЕН ААВС 的 


外 心 点 D、 内 心 点 E、 重 心 点 F、 三 个 重 足 点 G, 点 C2, 点 G3 、 三 个 
Set AL, A Ha AH? 结论 认为 这 三 个 问题 在 一 般 情 况 下 都 是 
不 能 做 出 的 ， 并 在 此 基础 上 提出 了 一 个 作 图 定理 : 若 平面 上 存在 nH 
个 点 , На: (a,b), (a + xb + y), (аж x b+ y,) , 且 不 对 


(X, i), Xn yn) 进行 特殊 限定 ， 则 对 于 坐标 为 : 


(a+ У(А«У алх + ,6,•у;), ь+ (В «(У cx, + ,d;*y,)) 
j i=l j i=l 


(a, b, jG jd eR，Aj, Bj 均 是 关于 jei*x y 广 "六 进行 有 限 次 运算 ， 
乘 方 , 开 方 运算 得 到 的 代数 式 , 且 不 能 化 为 一 个 常数 。( je , f, ER) 
这 样 的 点 利用 生 锈 圆规 作 图 均 不 能 作出 , 利用 尺 规 作 图 或 圆规 作 图 部 
分 点 可 以 做 出 。 

考 拉 北 猜想， 又 称 为 3n 十 1 猜想 、 角 谷 猜想 、 哈 塞 猿 想 、 乌 拉 姆 
猜想 或 叙 拉 十 猜想 ， 是 指 对 於 每 一 个 正 整数 ， 如 果 它 是 奇数 ， 则 
对 它 乘 3 再 加 1， 如 果 它 是 偶数 ， 则 对 它 除 以 2， 如 此 循环 ， 最 
终 都 能 够 得 到 1。 作 者 在 利用 生 锈 圆规 作 图 方程 解决 了 生 锈 圆规 作 
图 问题 后 ， 猜 测 3n+1 猜想 也 可 以 通过 构造 方程 的 方法 解决 ， 因 此 构 
造 了 3n+1 方程 ， 并 通过 3n+1 方程 解决 3n+1 猜想 但 还 没有 成 功 ,但 


作者 仍 在 努力 中 。 


Paper Title:Another use of Equations——From the Problem of 
Construction with Rusty Compasses to the equation of 
Construction with Rusty Compasses, From the Problem of 


Construction with 3n+1 to the equation of Construction with 


3n+1 


Abstract: The problem of construction with rusty compasses (its 


fixed radius is 1) has been so for quite some time. The 10th 
century ,mathematicians have proposed using a ruler and compass 
fixed radius plot.A famous American geometrician---Pedoe once 
selected two problems to collect solutions іп a Canadian mathematical 
magazine “Crux” last century. Both of the two problems were solved 
by Chinese mathematicians (See reference [1]). At present, the best 
result in this respect is to verify that the ability of rusty compasses is 
equivalent to that of common ruler and compasses when constructing 
from two points (See reference [2]). Chinese academy of sciences 
Zhang Jing Zhong academician worked in the China’s «Nature 
magazine) 9 volume 4 make a not solved Problem: Make use of Rusty 
Compasses ,If three points A, В and C are known, сап you construct а 
point D to make AC=AD and BC=BD? 

This paper on one-level, two-level and three-level basis , structure 
goes out the equation of Construction with Rusty Compasses. The 
equation of Construction with Rusty Compasses effect is the 
explaining that why which point can make use of rusty compasses is 
made, why which point can not make use of rusty compasses make. 
This paper have summed up prehominid why to be able to certificate 
to verify that the ability of rusty compasses is equivalent to that of 
common ruler and compasses when constructing from two 

points ,and answering relate to some problems hanging but not 
having untied , namely problem (1) : If three points A, Band Care 
known, can you construct a point D to make AC=AD and BC=BD? 
Problem (2) : If four points A, B, C and D are known (Three random 
points in the four points are not collinear), can you construct the 
intersection point E of straight line AB and CD? Can you construct the 
intersection point F of straight line AC and BD? And can you construct 
the intersection point С of straight line AD and BC? Problem (3) : 


Make use of only of the AABC three point A,B,C, can you construct 


of the AABC circumcenter point D. heart point E. orthocenter point 
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F. three foot point point G,, point G,, point G, «three other heart 


point Hi; point Н,, point Н, o Тһе conclusion showed that 


neither of the some problems could be solved (on the general 
situation) .And on this basis ,ргороѕеа a mapping theorem: If the 
plane of existence of n+1 points, were set to: 


(a,b),(a+x,,b+ Ууу (@+x,,b+ У,) ,and not on j 


(X, Yi) ttt (X, Ya) conduct special limit ,then the coordinates 15: 
(a+ > (Ad, зах, + bey), b+ (В (У cx + dey) 
j i=l j i=l 


(4, Ё, jC, 4 ЄК, А), В, аге оп }ё*х» FAY; limited time 


computing ,power , square root to be algebraic ,and can not be turned 
into a constant .( je» ; f; е R)) this point using rusty compasses сап 


not be made ,using ruler and compass or compass mapping part of 
the plot points can be made. 

3n+1 conjecture , tells us that for arbitrary positive integer, if it's an 
odd number, we make a manipulation——multiplies 3 and then plus 
1;if it's an even number, we make a manipulation——divided by 2. 
Circulating in this way, we may get 1 at last. After solving the problem 
ofconstruction with rusty compasses, the author thought that it would 
be similar to solve 3n+1 conjecture by constructing 3n+1 equation. 
The author has successfully constructed 3n+1 equation and tries his 
best to solve it finally, however, it doesn't be solved now. But authors 
are still work in the middle. 
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一 、 生 锈 圆规 (固定 半径 为 1 的 圆规 ) 的 基本 作 图 、 基 本 方法 : 


基本 作 图 : 
利用 平面 上 一 个 点 (аЬ) 可 以 得 到 的 一 个 以 点 Cab) 为 圆心 的 单位 圆 。 
基本 方法 : 


1、 当 两 固定 点 的 距离 等 于 2 时 ， 可 得 一 个 新 的 固定 点 ， 即 原来 两 点 的 中 点 。 
2、 当 两 固定 点 距离 小 于 2 时 ， 可 作出 两 个 新 的 固定 点 ， 与 原来 两 点 构成 边 长 为 8. 
二 、 利 用 的 公式 、 规 定 和 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 以 及 其 目的 ， 特 点 : 

AK: HAA, yi) ,点 B Cx, ys), 且 线段 长 度 不 大 于 2, 用 生 锈 圆规 分 别 以 点 A (Xi, y), 
点 ВО,У) 为 圆心 E 单位 H 可 直接 fF 出 点 
X, +X, | 1 1 : Ур +y, | 1 1 : ІҢ 
2 Ü (х, —x,)° 十 (yi ~y,)° 4 о Уг), 2 x (х, —x,)° + (У; –у,)? 4 о х) ш и 
X +X, | 1 1 : y, +y, | 1 1 Ж ІҢ Ж. 

2 (х, –х,)? 十 (yi –у,)? 4 б. Y2) 2 (х, — x,)° +(y, –у,) 4 б х) КЕШЕ. ас 


则 所 得 的 点 分 别 与 点 A， 点 了 的 坐标 差 表达 式 为 : 


( 
( 


хх 1 1, Уоту 1 19 
C+( 2 “тату 4 (У, —y,)), *( 2 дани 4 (x, —x,))) 和 


с аи 1%) ya -Ge =x) ЕНІН. 
规定 ，1、 对 本 文 的 的 所 有 式 子 里 所 有 出 现 的 “cosx” 和 “sinx” 而 言 ，X Ee(0,27)。 
2、 因 为 点 (4+cosxb+sin 加 在 以 点 (@ 信 为 圆心 的 单位 圆 中 有 唯一 的 一 个 点 与 之 对 应 ， 所 
以 用 关于 “cosx” 和 “sinx ”的 代数 式 表示 点 的 坐标 表达 式 。 因 此 规定 两 点 距离 为 1 的 两 
点 的 横 坐 标 差 表达 式 为 “A1”， 纵横 坐标 差 表 达 式 为 “B1”， 两 点 距离 为 1 的 两 点 的 坐标 
差 表 达 式 为 (A1， ВІ). (CAL, ВІ) 代表 的 是 (COS x,SIn X) 。) 

3、 若 平面 上 有 两 单位 圆 有 交点 ， 则 设 两 圆 中 一 圆 的 圆心 坐标 为 (X, y)， 两 单位 圆 交 点 为 点 


(х + соѕ6,у +sin0), м (х + соѕ0,у + ѕіпӨ,), 则 另 一 圆 的 圆心 坐标 为 


(х + сов Ө + cos 0,,y + sin0 +sing)。( 两 圆 相 切 时 和 -0,, Шала.) 
4、 利 用 生 锈 圆规 ， 从 点 ACK, y) 和 以 点 A 为 圆心 的 单位 圆 上 一 点 (X+cosO,y+SinO) 出 


发 就 可 得 : 点 列 (x+cos(9+= y+sin(O+™ >>» (1740, 1, 2, 3, 4, 5), 点 列 中 的 六 个 点 
是 以 点 A 为 圆心 的 单位 圆 的 一 个 内 接 正 六 边 形 。 因 为 点 列 
(x +cos(0 +), y +sin(0 +75), (130, 1，2，3，4，5) 中 的 这 六 个 点 分 别 与 点 A(x, y) 的 坐 


标 差 是 六 个 Al1， B1)， 即 坐标 差 列 (cos(8 +—*),sin(0 +), (00, 1; 2579 A Sy aS 


个 元 素 ， 于 是 规定 坐标 差 列 (cos(O+ 3 ) sin(0+ -DJ) (为 0， 1，2，3，4，5) 为 (6A1, 6В1). 


5 、 当 平 面 к 有 两 点 时 : 利 用 
(х,у), (х + соз Ө,у +sin@), (х + cos Ө,у + sin 0), (x + cos 0 + cos 0, 


у +sin0 + sin @) 这 样 的 形式 。 设 其 中 的 一 点 坐标 表达 式 为 wo у), ТЕР, (x, y) ABO 
的 单位 圆 取 两 点 设 为 点 aoa, y+sina) 和 点 (x+cosa,,y+sina,) ， 此 三 点 可 确定 点 


(x+cosa, +соѕа,, y+sina, +5їпа„) 。 在 以 点 (XK+cosa +cosa,, y+sina, +singa,) 为 圆心 的 单位 圆 取 两 


点 设 为 点 (х+ооѕа --сова, --сова,, y+sina +sina, +sina,) 和 点 
(х--сова --сова, +cosa,,y+sina +sina,+sina,) , 此 = 点 可 # Æ 点 
(х+ооѕа --сова, 十 QOS +cosa,,y+sina +sina, +sina, +sind, ) 在 以 点 


(х-коовау, +cosa,,y+sina +SiNd,) 5. 5559, 利用 这 个 方法 连接 平面 上 的 另 一 个 点 ， 即 利用 这 个 


方法 直到 与 以 其 它 点 为 圆心 的 单位 贺 有 交点 即 可 。 因 此 可 设 平面 上 的 男 一 点 的 坐标 表达 式 


均 为 (X+ È сова, у + 2, sin a,) 这 样 的 形式 。 CE: 作 图 时 连接 所 利用 的 辅助 点 随时 可 
变 ， 所 以 表达 式 不 唯一 ， 因 此 用 这 个 通 式 表 示 。) 
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6、 因 为 在 作 图 过 程 中 得 到 了 这 些 辅 助 点 : Sa (xt+cosa,,yt+sina,), Ш(х-сова,,у--віпа,), Ñ 


(x+cosa, +cosa,,y+sina,+sina,), Ñ (х+соѕа “сова, +cosa,,y+sina, +sina,+sina,), "559" ЭР 


2n-1 2n-1 2n 


ie ар y+ Уза) (+ сова, y+ ашау, 这 些 辅助 点 是 在 作 图 过 


程 中 连接 而 得 ， 所 以 将 辅助 点 分 为 两 种 类 型 ， 非 作 图 时 连接 而 得 型 辅助 点 〈 简 称 为 非 连接 
型 辅助 点 )， 作 图 时 连接 而 得 型 辅助 点 (简称 为 连接 型 辅助 点 )。 

非 连接 型 辅助 点 与 连接 型 辅助 点 的 区 别 ， 连接 型 辅助 点 是 随时 可 变 的 ， 连 接 型 辅助 点 确定 
“原始 ”的 〈A1， Bl). 非 连接 型 辅助 点 在 作 图 中 可 有 可 无 而 且 不 能 完全 满足 这 些 性 质 。 
非 连接 型 辅助 点 的 作用 : 已 知 平面 上 存在 a 个 点 ， 再 利用 平面 上 b 个 非 连接 型 辅助 点 ， 然 
后 利用 连接 型 辅助 点 连接 后 ， 讨 论 从 这 arb 个 点 出 发 作 图 和 从 这 a 个 点 作 图 的 联系 。 
连接 时 所 得 的 的 所 有 САТ, Bl) 是 否 会 出 现 属于 同一 (6A1，6 B1) 的 情况 要 看 实际 的 作 
图 ， 实 际 的 作 图 可 以 出 现 这 种 情况 也 可 以 不 出 现 这 种 情况 。 
利用 连接 型 辅助 点 进行 全 面 连接 后 ， 根 据 平面 上 这 些 点 中 点 与 点 之 间 的 某 些 关系 ， 可 将 生 
锈 圆规 作 图 分 为 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 : 

一 : 在 平面 上 这 些 点 中 ， 当 两 点 满足 点 (a, b) 和 点 (a + cos 6, b + sin 0) 这样 的 
关系 时 ， 用 生 锈 圆规 分 别 以 点 (a, Б) 和 点 (a + cos 0, b + sin 0) 为 圆心 作 单位 圆 确 
定 新 的 点 ， 得 到 点 集 : 


(a 十 2 008 0 - ш 0,b + 7 sin 0 + = cos 0) XŒ EZ, xX, y НЯ) 


这 样 的 形式 。 


(і- 2 (і- 22 


(a+ соко + ,p+ у, xsin(O + )) HERH HS, GEZ) 


化 简 所 得 . 
设 利 用 点 与 点 之 间 的 这 种 关系 作 图 为 一 级 作 图 。 目 的 : 将 平面 上 存在 的 每 一 个 (A1,B1) 所 
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属于 的 〈6A1,6B1) 中 的 所 有 元 素 展现 在 平面 之 上 。 其 特点 : 所 得 (A1,B1) 同属 于 一 个 
(6A1,6B1)。 在 这 个 所 得 点 的 点 集中 ， 用 生 锈 圆规 分 别 以 其 中 的 距离 不 大 于 2 的 任意 两 个 
点 为 圆心 作 单位 圆 后 得 到 的 点 ， 仍 在 这 个 点 集中 。 这 个 点 集 的 几何 图 形 就 是 前 人 反复 使 用 
的 边 长 为 1 的 “蛛网 ”图 。 一 级 作 图 所 得 到 的 点 的 表达 式 是 一 个 点 的 坐标 加 上 多 个 (A1,B1)， 


且 这 些 СА1В1) 是 同一 个 (6A1,6B1) 中 的 元 素 。 


ААГ 


第 二 : 经 过 一 级 作 图 后 ， 在 平面 上 的 点 中 ， 当 三 点 А,В,С 满足 是 一 个 边 长 为 1 ШӘ ЕК 
三 个 顶点 , 且 AB=AC=1， 点 B， 点 C 不 重合 时 ， 即 满足 点 A 坐标 为 (a, b) ， 点 B 坐标 为 
(a + cos 0,b + sin 0), 点 с 坐标 为 (a + cos 0, b + sin 0,) 这 样 的 形式 (0, 
0,е (0, 27), HO, = 0，)。 用 生 锈 圆规 以 点 B, 点 C 为 圆心 作 单 位 圆 后 得 到 另外 一 点 
D, 则 AB=AC=BD=CD=1。 利 用 一 级 作 图 后 ， 点 与 点 之 间 的 这 种 关系 确定 新 的 点 。 设 利用 点 
与 点 之 间 的 这 种 关系 作 图 为 二 级 作 图 。( 在 此 过 程 中 用 到 并 实验 验证 了 恒等式: 


(сова —cosa,) +(sina, —sina,) (cosa, +cosa,) = 

(сова +cosa,) +(sina --віпа,)”віпа —sina,)” 和 
(сова -оова,): +(sina, -sina,) Xsina +sina,) = 

(сова, +соѕа,)? +(sina, +sina,) )(cosa, —cosa,) , ) 

经 过 二 级 作 图 后 ， 平 面 上 所 有 的 点 的 集合 为 : 


(а 十 > (cos 上 二 УЗ». in 0.,), 
1-1 


b+ 2. (езіп Ө, + Уу, соѕ0,)) 


1-1 
(对 于 任意 的 Xx;, у, MM, ХУ, Є 2, х,, у, 同 奇偶 ) 这 样 的 形式 。 
Н 


6n 
O 
(a+ 2, x, COS( la 3 


1-1 ОМ НУ ХУШ». Х,У; Є, У, |9] 
РТ (1—6 х —1)л 
b+) x,sin(@,,,, + )) 
Zain, : 


奇偶 ， ЕЗ 为 高 斯 函数 ) 化 简 所 得 。 

所 得 的 “A1，B1) 为 是 原来 存在 的 两 个 不 同 的 “6A1，6B1) 的 元 素 。 目 的 : 全 面 三 级 作 
图 的 基础 。 其 特点 : 二 级 作 图 所 得 到 的 点 的 表达 式 是 一 级 作 图 所 得 到 的 点 的 表达 式 加 上 多 
个 (A1,B1)， 且 这 些 (A1,B1) 是 可 以 不 是 一 个 〈6A1,6B1) 中 的 元 素 

第 三 ， 经 过 二 级 作 图 后 ， 在 平面 上 的 点 中 ， 两 点 А,В 距离 小 于 2， 而 且 既 不 具备 一 级 作 图 
的 条 件 ， 也 不 满足 在 平面 上 的 点 中 ， 再 找 出 一 点 ， 使 得 这 三 点 具备 二 级 作 图 的 条 件 时 : 设 
点 A 的 坐标 为 (4,b)， 点 B 的 坐标 〈 已 化 简 ) 为 : 


(a+ У (cos 6, - “ЗУ sin 0),b+ У (Hsin Ө, + ч сов0)) (对 于 任意 的 
га i=l 


х,у, ШЕ, х,у, EZ X, у, 同 奇偶 ) 
用 生 锈 圆规 以 点 А, ав 为 圆心 作 单 位 圆 得 点 


(a+), (со, - ri sin 0,)— 
i=l 


1 "Хх. Зу, 
- 一 Sin O + гсоѕӨ.)), 
25205 ШЕ: ) 


Ч x Е Зу, 


= 4 
СА +3у,у;) 


сов(6,-0,)- 


十 
1<i<j<n М3(ху, =y) 


sin(6 —0,)) 


V3y, 
4 


b+) tsino, + cos Ө,) + 
1-1 


1 "ох Зу, | 
——® --с080,- “sin 0, 
ЭРЭР цэ 
i=l 4 Ё 点 
П 
x.+3yy. ” 
(ШЫ уу) сов(0,-0,)- 
I<i<j<n Ла (eT 
2 J 
ТАЗ бшш 
1-1 4 4 
1 LOX. NESI 
fee ee — sin O + “cos6.)), 
a Зу 2022 
1-1 4 
x,+3y.y, 
(3) ЖУ) 40 034 
2 
<<, М2(Х,У,- Х.У. 
1<і</ Ү3(ху; 2121 9002003) 
2 J 
jS saq dys 
im 4 4 
1 “Xx. V3y, . 
22-58 — cos 8. -——sin 0. 
ЗЕН cao Ж 
i=l 4 
ЭНЭ 0 。 所 得 的 (Al,B1) 
(Gs ЖУ) s m n 
2. 
<i< i<n 3 y = . V. 
1<i<j ээ ХУ) зиц0,-0.) 


п „2 2 


Э УЗ(ху, -хуу) 
2 


1 х 
Ж “(LG sin Ө, + Үз, сов0;))), 


274 
XX. +3y.y. 

С Lay уу) со8(0,-0,)- 
ED 22 | 
<і< Men W3(X, 
sijen V3( Эс хуу) віп(0,-0;)) 


fi cos 0.) + 


+(> sin Ө, + 
1-1 


cal q 2, КЕ) 1 
Л OO 2 sin 0,)))) 


1=1 4 
хх. +3у, у. 
С ДА, : кені 
为 ie 
áe, V3( Эс 150778 0.) 
GÈ Geos 0,- ыы, sin 0,) + 
1-1 


Ї <, | 
өлі È Gsi Ө, + 2 сов0;))), 


4 
ent yy) 
2 


со8(0,-0,)- 


511(0, БЕ 0.)) 


和 


502 (Hsin 0, + 一 -一 со80,)- 


i=l 


1 =X; _ v3y, : 
= уз с. x sin 0.)))) 


“(А1,ВІ) 


5) 
ШЕ 


х.+3у.у, 
657 2 уу) сов(6,-0,)- 


E2 
<і<)<п 3 ы iy; 
1127 = ХУ) nO, -8,)) 


不 是 原来 存在 的 (A1,B1), 而 是 新 的 (A1,B1)， 且 得 到 一 个 新 的 《A1,B1) 就 得 到 这 一 个 新 的 
(A1,B1) 的 (6A1,6B1) О х,, у, 的 取 值 和 表达 式 可 知 )。 因 此 可 省 去 下 一 次 的 一 级 作 
Al. 

设 利用 点 与 点 之 间 的 这 种 关系 的 作 图 称 为 三 级 作 图 。 目 的 : 由 原来 存在 的 《A1,B1) 得 到 新 
的 (A1,B1)。 其 特点 : 三 级 作 图 所 得 到 的 点 的 表达 式 是 一 个 二 级 作 图 所 得 到 的 点 的 表达 式 
加 上 一 个 新 的 (A1,B1)。 

总 结 :因为 作 图 时 所 得 到 的 点 是 在 两 个 单位 圆 相 交 或 相 切 时 的 情况 下 所 得 ， 所 以 作 图 所 得 点 


3 
均 可 化 为 点 6-6x| 2 |-0я OF ER ЖУ; 而 言 ， 
6 
)) 


6n 
b .SIn(O.. — P. —p 
0 510 ( er 3 


х,у, EZX y; ААВ, ЕН 为 高 斯 函数 )。 这 样 的 形式 。 所 以 “Al,B1) 是 决定 生 锈 圆规 
ER “RE”. 
因此 ， 将 经 过 第 一 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 后 的 平面 上 的 所 有 点 ， 进 行 第 二 次 二 级 ， 三 级 


ёс 4-6 |-Dz 
(a+ > к + В ), 
ісі a ie 


作 图 ,将 经 过 第 二 次 二 级 , 三 级 作 图 后 的 平面 上 的 所 有 点 , 进行 第 三 次 二 级 , 三 级 作 图 ,: 

反复 下 去 就 是 生 锈 圆规 作 图 系统 化 。 

当 解 决 在 一 些 已 知 点 的 条 件 下 所 求 的 点 能 合作 出 的 问题 ， 就 是 利用 这 些 已 知 点 进行 若干 次 
一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 能 否 得 到 所 求 的 点 的 坐标 ， 或 利用 这 些 已 知 点 并 男 外 利用 一 些 辅助 
点 进行 若干 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 能 否 得 到 所 求 的 点 的 坐标 的 问题 。 对 于 一 些 问题 需要 
作 图 去 实践 ， 得 到 的 点 根据 其 得 到 的 途径 ， 便 可 得 到 其 实际 作 图 的 方法 。 


三 、 利 用 方法 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 构造 生 锈 圆规 作 图 方程 : 

由 以 上 内 容 可 知 ， 由 于 一 级 作 图 ， 二 级 作 图 ， 三 级 作 图 各 上 自 的 特点 ， 可 知 利用 生 锈 圆规 作 
出 的 点 ， 一 定 在 二 级 作 图 所 得 到 的 点 的 表达 式 中 ， 不 一 定 在 一 级 作 图 所 得 到 的 点 的 表达 式 
和 三 级 作 图 所 得 到 的 点 的 表达 式 中 ， 所 以 生 锈 圆规 作 图 问题 可 以 用 二 级 作 图 所 得 到 的 点 的 
表达 式 解 决 。 通 过 理论 可 推 得 二 级 作 图 所 得 到 的 点 的 表达 式 是 一 个 可 以 化 为 一 个 关于 整数 
与 三 角 函 数 进行 加 ， 减 ， 乘 ， 除 和 开平 方 运 算 搅 在 一 起 的 一 个 复杂 的 解析 几何 方程 ， 称 这 
个 解析 几何 方程 为 生 锈 圆规 作 图 方程 。 设 继续 到 第 ni 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 的 二 级 作 
图 。 另外， 设 第 itl 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 的 二 级 作 图 所 得 的 点 的 集合 表达 式 为 fi 。 
设 平面 上 存在 n 个 点 ， 其 中 一 个 点 坐标 为 《0，0)， 利 用 连接 型 辅助 点 进行 全 面 连 接 后 ， 平 


面 上 存在 п 个 (Al, B1), KRH (cossin), ses (сов0, ,sin0, ) 经 过 第 一 次 一 级 、 二 


、 三 级 作 图 的 二 级 作 图 后 ， 平 面 上 的 点 的 集合 为 ( 即 人 


(> гун 0,- УЭ» sn 0.), 


> (sin Ө, + 22 со80,)) 


1-1 


(ҮЧЕ ХЫ Vi a, х y; € Z,X,, V, ЇЕ АГ 
=> 满 足 第 一 次 一 级 、 二 级 、 三 级 作 图 的 三 级 作 图 的 两 点 坐标 差 为 : 


(> (二 cos 0,- УЗУ, sin Ө,), 
п, 2 2 

V3y, 
2 


> (sin Ө, + со80,)) 
т 2 


OER ХЫ» Уг». Хо y, Є Z, X, у, AED 
设 横 坐 标 差 为 ,A, 纵 坐标 差 为 ,8 。 则 第 一 次 一 级 、 二 级 、 三 级 作 图 的 三 级 作 图 所 确定 CAL, 


аз, Ж Se жы! = - 一。 和 
ЗАТЫ Be 4 27 42218504 
А 1 1 В 1 1 
2255 тг 20810808 a в) 
2. А? BA 2 4522-4824 


” 2 2 52 
ВІ) 通 式 为 : А? ЕЕ Въ ух Эх m >. Sarim, со8(0, -0) 


i=l 4 1<i< j<ng 
V3 (x. 
+ > К дур п(0, -0) 
I<i< ]<т 
将 第 一 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 后 ， 平面 上 所 存在 (А1, ВІ) 的 均 化 为 
iA, Е. Е а мэт! 
2 А.В 4 2 \,A’+,B? 4 
A 2 
А 1 1 В 1 ( I = 
(35 2 2 A ШӘ t 2 2 ° A) 
o NAB A 2 NA £ Be A 


ЫИ 0. – BY sin 0), B= > (сезіп 0, + к 


i=l 1-1 


рУ Ma, ХУ: Є 2,21, у, AAD EH. CAM, Ж, ОИЕ 


cos0,) (对 于 任意 的 


级 作 图 后 ,平面 上 所 存在 (А1, ВІ) 在 此 的 变换 是 ,4= 2cos(0 +=), B=2sin(0, +=), 


пе(0,,2,3,4,51.) 


no 1 3 ШП 1 3 1 
Ае: (Ecos, - эш sin 0,), ‚В = 20. sin 0, + a cos 0,). 
i=1 1-1 


A= > (cos Ü = = sin 0,), "В = > (с ай O + гын cos Ө,). 
ї=1 


(РЕ Xi, yi Пн» 1521), Є 2,15, уу, 同 奇偶 


п п wwe = 
对 于 任意 的 1X MH ху € 4,1", yi 同 奇偶 ) 
“. УУ + 1 1 1 1 1 
注 : 对 于 文 此 集 合 es КО Ор, 5 ° ° ° ө ө е, 254 合 


EAD Va } ais tLe EDA, 


第 一 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 的 三 级 作 图 后 ， 平 面 上 所 存在 A1，B1) X: 


Sof юэ шин 14), 
ос = 

x Bi A 

1 ав ы 1 —e ІВУ)ЖІ 
(ы iA. хогын - Ї 28 iB B)- Шэн А), 

2 2 a A rar ІВ? ~ 
хал. Гэ ин. 

222 NACE Re 2127 лол 


ен Ж РЕГ кч +". B) 
2 2 s. жеты s k 


(x €{2,1,-1} , 1 € 11,0,-1) ху 的 H Wio Æ 
(z е А 
ae Etats Sey л. BO с 
1 Fn l 
一 e14)+ 一 一 全] 
ЗОВ. нэрээ" 12-10 ge 
=> 第 二 次 一 级 、 二 级 、 三 级 作 图 的 二 级 作 图 使 得 平面 上 的 点 的 集合 为 : 
. у- ык 1 ІШ • A)+ 
о B? 4 
ек "Ете w: == 
二 B? 4 Үүд 
> EE l; Зуу, 1 А 1 : 
phl e aly теат Ен m 
: A Е шанг (А +1B 4 m 
i=l а | ын кє 5 к ББ e D) 
2 2 A +b 4 A +B 4 


(对 于 任意 的 X2; Уга Хог Voi Пірі, Ха У 218 Ya EZ, Xai» Vai ІНЕН, 


Хо, Уор 同 奇偶 ) 
化 р ы 


Е i 
4 A+B 4 ( 


з ss y Ona | 1. 1, a s лт 
= 4 A+B 4 2 


=> 满 足 第 m(m e N ',2 < m <n) RTR, ZR, “МЕНІМ AMBREN: 


убаа NOB | 1 1, @a X), B+ 030 дА, 
i=l 4 mA F mB 4 2 | 
Sata), ВО tA 11б) 4 305,795), 
5 ! МАЕ 4 2 


横 坐 标 差 为 ,4， 纵 坐标 差 为 ,已 。 则 第 m 次 一 级 、 二 级 、 三 级 作 图 的 三 级 作 图 所 确定 (Al， 
ВІ) 通 式 为 : 


Sa (Хаа +x, /A-V3(95, 4 + УВ 1 T „Оа -х,)/В--43(»,, , — y, ),A 
EE S ым, 
1 


А 1 1 В 1 1 

ті, et ae с тере --9 А) 1 
ав aA a 4"? 
(Шын | 21 в." l : А) 


„А +,B = 


(х +) Kp + х,,)+3(у„ + Ya) Oja + yj) 


4x2 
4x2 АВ А 
ISi, j<nm 1 4х2 mer 十 „В 724 


(0) ,1-Х))%3(), 1-2,0) TV2) 
4 


1 1 1 1 | | | 
ear a 


Ү3((х,., %х,)%(у F у„,)—(%,,+х,,)®(у„ +t Уу) P 


4x4 
4x2 mid PaB 4 
ISi, ]<п„\ 4 х 2 цайг 十 nib 4 


4 


1 1 1 1 | | | | 
ашгаа атсы ы айы 


( 对 于 任意 HJ Nair Jo А Vaio ја» Уа 2; Jo; 而 A 
Xais Yia Xais Уз, Хо jao Yaja Xj Уә) S Z, X, yi ІН AY Bo 02У; 同 奇 个 ， 
Xaia Yaja ІНЕН, Хоу, Уу 同 奇偶 ) 

化 简 后 ， 得 : 


20 


х1; +ЗУ: 19»; ( i424. ір? j$ (х, х) + (Yi уы) 
Nmn- 4 т-1 m-l 4 


Tp 8G уы) аА B) «ГА IB: 


(х +) (х, +х,,) ЭС МЕНЕ 十 у,/) 2 


A’ +.B’ = 


4x2 
4 Ее 
і<і</<п,, | 4 т Ааа |B 4 
2 
1 1 1 1 | { 
== g: d= C БЕНИН А А+. В JB 
аи зайлаа 
4х2 
4 „ЈА? + + „В? 4 
1<i<j<m | 4 т- 14 + т- B° 4 
2 
” ЖЕНЕ ЖЕНІС Т Заг 1Х.4,18-,18,1А) 


і А2 ір2 7 “十 J p2 
Аза Ве 4 A 1 В 


将 第 mM 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 后 ,平面 上 所 存在 (Al，Bl1) 的 均 化 为 


21 


А І І В І І 
т ---- Ф a — — Pg AFN 
© A+,B 4702 \,A+,B 4 a 
A І І В І І 
m B+ ------” A 
> A+ 47 2 еее” 
( „А Ë 
i=1 4 Ж. А 十 В + 2 
„В u 


Sas), BIO tA | 1 1, (Gna 5), A 302 020 :В) 
— 4 A+ iB 4 2 


) 这 样 的 形式 。 设 
(Сна + Xai) „А М3(,„ Yai + УВ = 
4 
„А = 7 j ? 
2, C eo _1 „(Оо = ni) mt B+N3 Gy у - m2) mA 
nA + ша! 4 2 


(Cai ӘРЕ + N30 Yai + дыы А 十 
-1 4 


Стах) 1А 30, Уза а) nt B 5 
2 


3 


ы 
оо 
[ 

M 


1 
i42} ір? Б 
т-1 т-1 


22 


Nm Nn j Nm Nn 1 
жарлы 3 m 2) ),4А-43С,ул, T m Y2i ),- B = 
4 


SAS) | 222 44 
i=l 1 1 Cott тах Эн + ҮЗ УЛ = „УЭ ы Ау 
A +, iB? 4 2 
(бы + ах) aB + У3С УР, + nI A ) 
Ву 4 
Š i=1 — — l : d @ (Li - ЕЕ. ) 14-V3(0 yn, = у )n-iByy 
„А +, iB? 4 2 
Ел 1 1 1 1 2 
( 对 于 Е ЛД 的 т21-1»т.У21-1» m 21» m У1 而 = : 
1 1 1 1 1 1 1 1 
m*2i-1? m Y2i1> m Qi m Уг © Z, ца» m Y2i-1 FAAP тог, m Yai ІНЕН 
对 + Е ж em mond шп PS ， 
„05 н гз нн Уы Є 2, „071: т Узса АМЕ, mol > т Уо? М8) 
22 ық ы 1 1 1 1 А 
yE 2 对 F 1Х 些 集 ё И ЕЕ ЬЬ: ©, 23 120 
(Ад, Хэн ЭЛЭГ Ул, ГЭЕ ИЛ АБЭ. 
-» m 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 的 三 级 作 图 后 ， 平 面 上 所 存在 CAL, ВІ) X: 
1 1 
人 1 l, Ay aB Энэ ОЕ 71 
255542 „А°+ „В? 4 2 2 „А+ B? 4 
1 
х, B 1 ха 3. ДА 1 и 
— (m + ——e 4)+ 一 -一 (二 一 一 --9 В)) 1 
2 2 „А? + „В? 4" ) 2 с, A as ВЭЭ. A. )) 
1 1 
ы ы 1 = py МЭУ (а B l l. ГА), 
2 2 4 二 4" 2. 2. Аевит 
1 
Хай а теа, cds ш 
2 2 ae Б” 4 2 AB 4 
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к. кл 
К А „В -17 дА 
СМ (с> 上 ), 
арай, Же 2 8: кн 022 -Г "» BY lI 
( "А аны. ан, БЕ | -137 
Ханд nm Д nm A2 4m B2 ( ы = mA)s 
x "В sit Bie ЖА -Г пи 
ы zA 2 шэн E ss ЖЕЛТ ” BY) 
Х 


(x, € л e{10,-1} , 


1,— , P Н R Їй Ж 
je „В Ї х 
— ҒА a eee паар де" А); 十 
x в: А 
4 ТҮ хА? + *В? сайн • A)T Eao 2238 „В))” = = 1) 


Х „В 
ež 
=> 第 11 二 次 一 级 、 二 级 、 三 级 作 图 的 二 级 作 图 ， 使 得 平面 上 的 点 的 集合 为 : 
(Уш (вА _ 1 егер e A)+ 
5 ЖАРЫ ЛАН А т 
йы “А 1 1: с. і 
2 ( 2 р ЛАВ. «В)- nA) 


Хо „В 1 7 i Бы „А (对 于 
— e 4)+ 一 一 一 -г „В) + 
+ cË + Gauge tb cA ) 
© „В 1 | БО?” Құл”! Бю с: 
Е т 7 Se 4 


任意 的 Хо» Yis Жо; Yai ЇЕ». Хо» Yis Хор Уә, € Z 
同 奇偶 ) 


化 fij 


, Хр Vaia (AAT, 229 Yai 


ян 
+ 
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еба) аА BO tp) B | 1 1, база) В+ УЗО) A 
4 „A+ 4 2 


Ў (баа тээд, B+ УЗО. + aA | 1 1 (бн 20 ,A— 430, ЗУ Ву 5 
i=l 4 JA 十 ， ‘В? 4 2 


=> 满 足 第 n 次 一 级 、 二 级 、 三 级 作 图 的 三 级 作 图 两 点 坐标 差 为 : 


)), 


ti) (4-430 +y) B | 11, шин >), 
О 4 ep A 5 > 


пя па 


( )) 


y ea +), B +1309, +»), А 十 1 _1 ó 22 лы w —y), B Be BR 
= 4 Аъ iB 4 2 


坐标 差 为 ,A ， 纵 坐标 差 为 ,B 。 则 第 n 次 一 级 、 二 级 、 三 级 作 图 的 三 级 作 图 所 确定 САТ, 
ВІ) 通 式 为 : 


' m 1. ayaa 
( 2 А+, В? 4” 2 А+, В? цус 
с су ч A) 
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A+ B= 
(Xz +) (х, + Xp ;) +3(у» + Yo) ° (У F »;) Ш 
4х2 
КЕС + X55) © (V2 a T y.) Vai + Yai) (X, — X, )) : Ї а 
4х2 JA’ + 1В" 4 
V3 СО + yj) © Voi У) Ол + Уу) 9 (Wi — X; )) : Ї 
CIR 4x2 А? 
(0) © (X, — Xj) 3O Yai) 9 Va 5-4 У)) 
4 


1 1 1 1 жағ ЗОВ” 
УОЛ Жы си ae ee 


V3(Co | +х)°(у,, + у„,)—(%,+х,,)®(у„ + Уу) ie 
4x4 


4x2 „А+, В? 4 


_ у Сон Fj) Oi 5 Хул ҮУу) Уна-УиЭ, {ED 
10,75%, 1 4х2 А В 4 
V3 (Oria Yas) ® (а 5) Оза 7 Yay) ® Оза эм) 
4 


1 1 1 1 ЭЭР” 22 
ҚЗ БЕТТЕП аа 


( 对 于 任意 BJ о Voir» Xai» Vaio у» Yoja Xj Y2; 而 


Ш| 


, 


Xais Yia Xais Уз» Хо jao Yaja Xj Уә) S Z о Ул ІН AY Bo 02У; 同 奇 个 ， 
Xaia Yaja ІНЕН, Хоу, Уу 同 奇偶 ) 
化 简 后 ， 得 : 
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Xp; 4X; +ЗУ: 19; ( ГА? 4 iB?) ке (х, –х,) Жу ыз уы) 
ШТ 4 п-1 п-1 4 


i=l + ean ыза) 4-(, (A? 十 B?) Ф Жэ 十 „B? 
(21+) eK TX, ) %3(у, + Ya) © 25-4 + у,,) 
4x2 
V3 (Cia +) (узул Yay) Oaa + Yar) 9 ны 3) 1 1 

4 JAP + _ 


„А+ „В? = 


4 ҮЗ((х, у 12212577 = у) (У + Уу) © (Xi -32) 2 1 l 
I<i< fen, 4 Аз 
((х,,1-Х,)% (Xj = Kya) + 3(Y 95-1 — Yai) e (у, 1 22 У,;)) 
2 


1 1 1 1 27 
SYP Са сала 


4х2 

4 . 4 
1<i<j<n, i 4 iA 十 B° 4 

2 


1 1 | 1 1 | | | | 
ө = St н RE A ө 人 ҒА JB =» "В JA 
гайг T ae 4 „ЈА? 十 В" 4 Í шаа СЕ | 


将 第 n 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 后 ,平面 上 所 存在 (Al，Bl1) 的 均 化 为 
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)), 


п pu l; „AF 
© А А О Aaa p А ; 
с^ Е ale gee Е. A 
2 A+R å 2 ALR A 
( 
Уы a ATNI On 530,48 iti), 1А- Bsa ys); B „еы =); 1В-/Х(», -1 = бул Ayn B+ Зул „Ауу, 
i 二 
a 4 „А + 2 
„В 
уы +) BANIO дыА, | LW баата) uA 030 i 95) eB 
2 4 „A+ В 4 2 


这 样 的 形式 。 设 : 


E СА 2 A- V3(, Void 13 ко B 


( 
na 4 
1 
1A= | т 
> dt 41 (ma C 2) IB УЫ, Ya = Wnty 
„А+, iB? 4 2 
КӨРЕ gi х1), iB+V3(, Уу 26 “уудал 十 
Nyt A 
1 
1В = а 
> d 1. (a = 2001 JA Е ўа = Yani By 
„А+, iB? 4 
ДЕС T их) А КӨРЕ АР Еее; ЁС 
Nn 4 
"А = | 
2, “22 Миш: _ l. соха) АВАЗ Уй Уй), 43, 
АГ DB 4 2 


(A + х) B+ NI „у, 十 ОАО КЕ! + 
ШТ 4 


i=] 1 ens 1. Хуй 1 — ох) A-V3G, уз Ш 22), B ( 对 
A + B? 4 2 


1 1 1 1 ко 1 1 1 1 1 1. 2: 

Р „о n Yid’ пор n Әз 而 言 ， 4221» Уа 22», Yai 62,,Х41», Уш |Н 
1 1 
я, лор» п У; 同 奇偶 
БА хт Ny xin n, -- Хїн n, Хїн n, e Хїн n, 

FERS 12-1, Уі поі п Уі MA> пора” n Уә» nX2i > nYzi S Z, nXzi1> п Ул 

Ny Ny Ps 
НІНЕ, „ор, „ Уг 同 奇偶 ) 


TY vy %. 1 1 1 1 % 
YE Н 对 T 过 些 集 ё Қат КЕ | у? ЧӨ төр» ыы. , 23 A 


2 之 间 的 任意 两 个 集合 均 不 相同 。 


第 n 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 的 三 级 作 图 后 ， 平 面 上 所 存在 A1，B1) X: 


x A l 1, 
人 区 
1 
Xosa B 1 1, 
二 一 十 一 一 e。 А) + 一 一 чугу 13 .B)) 和 和 
2 | 2 A? +B? 4 " 7414 > + 1B? : 
1 
x JA 1 Гай Bu. 'B | 
a a А 
(22 "А+ B? 4 07 5 “02 Лос Ey ree : 
хал Ї Ші) ТА) ТЭР” ар ө ІВ)) 
2 2 А+ В? 4 7 2 2 = 4 " 
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х "В 1 l ， V3y "А 1 = 

一 (二 一 十 一 一 e74)+ 一 一 (一 一 一 一 Ву 

ээ 2) п Д9 2 4 п ) 2 ( 2 п Дар" В? 4 п )) 
„А ™ B 

e er азер іе) 

27/2 mA?+™"B 4 2 2 "АВ? 4 

x "B 1 l , V3 A 1 l , 

人 

2,722 БАЗАР 187024 2 2 АЕ ЛВТ A 


(x, е 12,,-1) , ME 1, 0,-1) , H X У 的 取 值 满 ж 


ХА 1 1 V3y *В 1 1 
GA. ЭГ ца, eg Dya ee eg Д “十 
2752: NAEP 2 "8)-—5 65 АОВ 227 ) 
x 7B 1 ЇГ аа AB А 1 КТ 
| 
GS *A?4°B? 4 "Dt 62 АВА" ) =) 


=> 第 nt] (020) 次 一 级 、 二 级 、 三 级 作 图 的 二 级 作 图 ， 使 得 平面 上 的 点 的 集合 为 : 


X>; Е 1 1 58, “Зу, „В 1 Е 
一 В (SS See ee A + 
ж. 2 (5 \ iA? + iB? 4" j 2 > „А°+ 4 7 


( | | > 
Path, этэ» ву МЗ «В _ ЖК ЖОГЫ 7 'А)) 
22725 ес; ж 2 2 етв 4 " 
(ŠH cua В Е. | l. y Уы зА _ — оу СТРА 
u IN RR d 225274 rea А | 
xy B 1 ETE 1 ioe 
—i(4—— |________e 'A)+—=* (4+ |________e (В 
2 2 М4" í 2 TA +В? 4 " 2 


КАШ) Xai Yoi-15 Хо; Уг ПП, а Уо Хор Ya 62, Xas Vai AAP, Ау; Yai [Н] 
奇偶 ) 
化 简 


> 
qi 
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)), 


і 202001 


i=l 4 „А+ „В 4 2 


Ў (ы0485530,44904 | 1 
i=l 


4 „А +В 4 2 


))) 


四 、 生 锈 圆规 作 图 方程 的 结构 及 其 的 一 些 特点 : 

第 一 、 因 子 及 其 分 类 ， 因 子 积 链 及 其 分 类 和 其 它 规定 : 

(通过 以 上 内 容 ， 规 定 〈 注 : 除了 设 和 特别 说 明 外 ， 下 面 的 内 容 的 设 定 与 上 面 的 内 容 的 设 定 一 
样 ): 

I. eR, (nn ie Ми»), (0НІ,.-,п,0<і<п), 


ИН dig i 
21-1 21 1+1 24-1 1-1 йн 1 i, 
1 1 riba “биш 5,) бых Haat) 1Х 
=a oa ee SAR ------- FI ЧЯҰЯМ----------- 一 
“А? Р "В? 4 定义 为 P 4 型 因子 、 将 4 , 4 , 2 , 


і, і, 
(Xz; 1 = Хә, ) ба X54 ыр х ) 


со50, 定义 为 为 型 因子 、 将 一 5 2 定义 为 如 型 因子 、 将 
(Xz; a 7 Xz; ) (aX Е 1227) қағам 
эг P Ao ылоо. ЭД (сый а = ae) 
< ‘A+B 4 | x 
2 ; 2 ж X 为 
] ] 
ET 
1 1 HAP +B? 4 7 7% 
N aw: 型 天 、 将 — —— 
2 Р 4 = TF 将 2 
| | Е ° ( i __ s хан) 
А? 十 "В? 4 41772141 417724, 1 1 УЗ(у», 4 + у») 
ee 
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436, y 5 Жо ye) V3, y! : “З(у À + у») 
, 2 , , 


1 520 ж MAY, BAT. HO Í 
КЕС ум Зая Уй) ТЕРА 2 BOn = 
‚ 一 一 一 定义 为 -站 型 因子 、 将 一 一 一 一 一 ， 
4 2 2 
| 1 1 
“30, у қ “ын yi") | А + "В? 4 УЗО, 174, ) 
ОКЕ м=м=; 


1 as i, Ё 
| — SONS Ga yu узн 
і 十 “ 2 4 (ы Yoh i Yai) 1 1 
ханилж ини Е. 
1 1 1 1 bg 
fart ЕЕЕ ~ Yai, ) i A? 4 ip? 4 0 3(. yn, = int Yai) 
se Е aot et НН ы АЕ gy 


2 ' 2 


l 1 
fag MAF. НТ. EAF у 型 因子 、 统 称 为 “1” 型 因子 。 加 型 因 


| 1 1 1 1 
f. ЖАТ. — y, 型 因子 、 统 称 为 “2” 型 因子 。 将 i, A? ар? 4 定义 为 第 n 级 Ё 4 


1 1 1 1 ЖЕРІН 
型 因子 、 将 i42} iB? 4 定义 为 第 i 级 ГОЁЛ 型 因子 。 4 定义 为 第 п-1 BX, 


тарала ог 1 1 
A ГҮ. w. п+1 Roa 型 因子 、 


1 1 б 51% 
А? + "B° 4 21,-1 21 1 1 
2 定义 为 第 пі 级 “en g ЖЕР. ж 
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1 


j. j. - - 25 ө (, a = л 
(ы 2 жар) "А? 十 "В? ДОА 
СЕ —— 

1 1 ; š 
11 424582 4 5 ERESHE = Хэу) 
Ж itl BANE I 型 因子 -DT 定义 为 第 il 级 


і 


1 
1А; 


1 1 0 
—X,° р 4 Bf 将 7 定义 为 第 ІХ BAT, Ж.сов0, 定义 为 第 0 BX, BAF. 


16755223 ТЭЭ V3 (уа + у) рса 

同 理 :将 一 一 一 一 一 一 定义 为 第 ntl 级 六 型 因子 、 将 一 一 一 一 一 一 一 定义 为 第 nt1 级 

| 1 1 

BAZ aB? 4 ЖЕКЕ = Yaz) 1 1 
-У 型 因子 、 т —— 定义 为 第 n+l AINEI 型 因子 , 将 
NETON y МБУ) ОКЕН 400 У + Vet) ЭЭ 
~ ЕХАЖ ін BY ДТ. KT 1 定义 为 第 i+] 

1 1 ім ба 
(ағыта ла ° 2 Ga 38 a ) 1 1 
ДУ ШАТ. wawww rr a 
eh 20 


型 因子 ,将 定义 为 第 1 级 型 因子 .将 -一 2 “定义 为 第 1 级 一 型 因子 、 将 Sin Ө, 


2 
EMAAR ORY BMAP. ntl ХАС. B n+1 KY, BAL. 2 n+l 级 一 六 型 因子 统 
称 为 第 n+] 级 “1” 型 因子 ,第 itl ЖАПАР. ін RY, BAS. бін 22 — yi 型 因子 统 
称 为 第 +1 级 “1” 型 因子 ， 第 +1 Ry BAT. 2 1 级 型 央 子 、 第 1 级 一 》 型 因子 统称 大 


28194517 BAS. Жон RX, BAS. Жон 0-0 51-Р. 2 пні 级 一 六 型 因 了 于 统称 为 
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第 n+tl 52” WAS, Жін ОДАН. 22141 级 -加 型 因 了 于 、 第 过 1 级 一 》 型 因子 统称 


1 1 ПЕ 
Жі 27 WAF. Жан Эр 4 型 因 于 、 第 ntl 2 оч ”4 型 因子 、 第 
nl 级 为 | 万 一 型 因子 统称 为 第 ntl 级 “ 2" 五 -本 ”型 因子 ， 第 过 1 9 05 у Ж 
1 1 1 1 1 
子 、 第 it1 RO a7 BAL. BH itl Уур, AF HA 第 ii] й“?үт-т” 
1 1 
型 因子 。“1” 型 因子 “2 ”型 因子 和 “ 2» Ё 4 » 型 因子 统称 为 因子 ;“1” 型 因子 和 2» 二 » 


l 1 
型 因子 统称 为 整体 因子 。 称 “2” MATH “245727 Ж-НИН. ЖК “ 


11 
я “үкү” ИЯТ. 


因子 的 数 积 : 规定 : 所 有 的 型 因子 的 数 积 是 1， 所 有 的 У, 型 因子 和 一 型 因子 的 数 积 是 2, 


>H 


— 


ai= 


1 
PR48859 x, 25 40-43, 型 因子 的 数 积 是 2， 所 有 的 一 》 型 因子 的 数 积 是 3， 所 有 的 去- 了 型 


1 1 
因子 的 数 积 是 0， 所 有 的 总 ” 2-і 型 因子 和 99” VP 二 型 因 于 的 数 积 是 2， 所 有 的 


1 1 
БЕ ЕРЕН С 


| “| билэ МО +) УЗО +) 
规 E 23 Е ior A ? 4 . 4 3 集 合 
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= Б хы iv 2) КЕ ін Утга + ін уа ) 2 V3( 1+1 Yia F i+] уз | 
4 4 


4 ? 


ы 


° 


2 ке ат Хэ) (xz; ат Хэ) Е 
Ж чин ли аж 


k 


1 йы па 42 й аг __ ЦЭР 
Ён ез Са аА) -1 2860 ERESHE int Xai) 3 Cia Уза Ул) 
Ше ы у Зани Саи 
2 2 


Ё 72: У Уа 0) El = Yz; ) 


NEES: 
ГА +182 Д 
- 2 


lig = ti 
? (1227 121 ) 


| el I 
= ba ің УХ ээ iy 4) 
р i e(. | {+1 Хә ) a i+] 7 2i,— i+] 2 21, 

і і Eee er EEE EEE EEE 


2 
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1> 


up 


І 1 
i, А2 i, D2 Е е (Xz; 4 = Хо ) | 1 | Ш 1 | Е | 
ЕЯ 
"ү 45 2 | 2 | 


n> 


一 种 含有 у-х+1 个 元 素 的 集合 ， 且 这 у-х-1 个 元 素 满足 两 个 条 件 ， 条 件 一 : 分 别 是 一 个 第 y 


级 因子 、 一 个 第 y-1 RAT. 一 个 第 x 级 因子 ,: Ato: By 级 因子 是 集合 


i, i, І І 1 
НТ тз re Яс -地 中 的 元 素 )、 第 y-1 
y 
Yair, 1—1 
датава NLU Org HMR. 第 x 级 因子 是 集合 
у-2 


а -二 或 集合 中 的 元 素 。 则 称 这 种 集合 是 一 个 连环 因子 集合 。 


2、 特 别 说 明 ，(is N,i< n+ 。 第 i 级 “1” 型 因子 ， 第 “2* 二 -地 ”型 因子 统称 为 第 
级 整体 因子 。 

3、 因 子 积 链 的 定义 : 当 X> 1,Xe ЛЕ; X 个 因子 相 乘 的 表达 式 是 一 个 因子 积 链 ， 称 这 : 
个 因子 是 这 个 因子 积 链 的 基因 子 ，x 是 这 个 因子 积 链 的 基因 子 数 。 整 体 因 子 积 链 的 定义 

当 x > xe ЫН: x 个 整体 因子 相 乘 的 表达 式 是 一 个 整体 因子 积 链 , 称 这 x 个 整体 因子 
是 这 个 整体 因子 积 链 的 整体 基因 子 ，x 是 这 个 整体 因子 积 链 的 整体 基因 子 数 。( 注 :“1” 型 


1 1 
因子 、“2 ”型 因子 和 “ 二 ~ 二 ”型 因子 是 基因 子 ,，“1” 型 因子 和 “2* 志 ~” 型 因子 


整体 基因 子 。 整 体 因子 积 链 的 基因 子 是 指 “1” 型 因子 、“2 ”型 因子 和 “ эг 


1 1 
因子 ， 整 体 因子 积 链 的 整体 基因 子 是 指 “1” RAM 2ү/р-2 ZAF. 


由 因子 积 链 的 定义 可 知 : 当 X> 1,X e N ` RJ: X 个 因子 积 链 相 乘 的 表达 式 也 是 一 个 因子 积 
链 ， 所 以 称 这 XX 个 因子 积 链 是 这 个 因子 积 链 的 基因 子 积 链 ， 这 x 个 因子 积 链 的 基因 子 数 之 
和 是 这 个 因子 积 链 的 基因 子 。 当 Xx > 1,x e N ` 时: x 个 整体 因子 积 链 相 乘 的 表达 式 也 是 一 
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个 整体 因子 积 链 , 所 以 称 这 个 整体 因子 积 链 是 这 个 整体 因子 积 链 的 整体 基因 子 积 链 , ik x 
个 整体 因子 积 链 的 基因 子 数 之 和 是 这 个 整体 因子 积 链 的 基因 子 数 。 

ci 个 第 x, 级 整体 因子 xc 个 第 x,-1 级 整体 因子 x……x Л хул 级 整体 因子 x с В, 
级 整体 因子 x c, + х! 级 整体 因子 x…x ec 个 第 x+l 级 整体 因子 
нох С, Хх 级 整体 因子 x С, 个 第 x, -1 级 整体 因子 Ke x c 个 第 


хан 级 整体 F (Carrey с ЄМ№,х х  €N,x > >x +) 为 一 个 


“x, ЕЕ “(x, +1) 一 у, 28 Жк) рана 25 54 + Sos tl) 型 整体 因子 积 链 一 个 
7 SG) Se —› “(x,+]) > БЕЗЕУ — х, — > (x +1) 型 整体 因子 积 链 х 一 个 
ау; > %(у,+) — “x, > %(х,+1) > 0 re -5 бу, ZEN (у +1) 型 Жи (Ж 子 只 链 
(сз сл фее-- d еМ,хы ууее-- Kap Ун еМх>у,>хне>у,>хао>уы) 为 一 个 
cl хос шал = atd (x, +1) -5 шэнэ? > ceti (y, +1) ES 


型 整体 因子 积 链 。 


— Stha X. 一 > 6 +1) 一 (У) = ИСИ ж 27:29 


连环 整体 因子 积 链 : 一 个 整体 因子 积 链 所 有 的 整体 基因 子 是 一 个 连环 因子 集合 的 全 部 元 素 


或 多 个 连环 因子 集合 的 全 部 元 素 时 ， 则 称 这 个 整体 因子 积 链 为 一 个 连环 整体 因子 积 链 ， 这 
ДЕН ОО алг ене — x, 一 “(x+l) 型 整体 因子 积 链 为 一 个 
© жг ег ж a -» x, Э (хүүн) 型 连环 整体 因子 积 链 。 


一 个 整体 因子 积 链 的 基因 子 中 所 有 “1” 型 因子 和 所 有 的 “2 ”型 因子 相 乘 的 表达 式 是 这 个 
整体 因子 积 链 的 有 理 体 。 整 体 因子 积 链 的 基因 子 中 所 有 的 “| 方 - с Ai 
是 这 个 整体 因子 积 链 的 无 理 体 。 

因子 积 链 的 数 积 : ME: 一 个 因子 积 链 的 所 有 基因 子 的 数 积 之 和 是 这 个 因子 积 链 数 积 ， 一 


般 用 符号 a 表示 。 
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因子 积 链 的 符号 : 只 有 一 个 整体 因子 积 链 的 所 有 基因 子 中 的 一 》 HAT, —x, HATA), 
型 因子 的 总 数 为 一 个 奇数 时 ， 这 个 整体 因子 积 链 的 符号 为 -1; 只 有 一 个 整体 因子 积 链 的 所 
有 基因 子 中 的 一 》 型 因子 、 一 型 因子 和 一 》 型 因子 的 总 数 为 一 个 偶数 时 ， 这 个 整体 因子 
积 链 的 符号 为 1。 

(特别 说 明 : у,хеМ,у>х,) уә x 型 整体 因子 积 链 的 第 у 级 (整体 ) 基因 子 是 这 个 
了 一 x 型 整体 因子 积 链 的 首 项 (整体 ) 基 因子 ,第 x 级 整体 ) 基 因子 是 这 个 y 一 xX 型 
整体 因子 积 链 的 尾 项 (整体 ) SAT. 


Ж. Б.А: 
All FAT HE 6, — 2, =R E É] KJ š E 25 al SW TE 8] J E WJ A ЖЕН: 
тАаП<х<п—1,1< yx, < n,) 的 表达 式 和 了 上 ,的 横 坐 标 表 达 式 分 别 是 所 有 满足 因子 积 链 的 


а-(х-1) 
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(22-22 Зан -1 +1 22 УҢ х 


ЗС: Ё 13 шоо П Gata + КО! DOG yz, үч Ул, ), yi 
i=2 


х—1 


хі 1 | х-2 | 
sss =3) i Ж ЖЕ... xa DA [Gayi 1 Жый ae) rer сх 
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. . х-2 . . . 
ly ly ИН lig 1 
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1 a 
"д? +В? 4 


х-2 
i, i. i, i | j | 
(бей ай, XJ [Ga Ха Жао DGX, aie 235, ),x; š 
22 


х-2 
б Кш «Хы. ЛЕГІ 十 жар )Х, Ул, ЭЭ 27» ),у; 
1-2 


х-1 | | х-2 | : 1 | | 
Pe IEG a Ta X| 1... Ул + jar У DG Yaa T 2a УА ++ 
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х-2 
(ЭХ... a t „Уз Gas 十 өл DGX; -1 一 227 Эд 十 十 
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х-3 
i, i, Ёс ёс 7 А 7 
(—3)(, Уз; a F Yi a Уз „а F 12; , )(] | (4170) 4 + 10 DGX; аре 255, ),x; 
22 
1 


шавь I | х-2 | | | | | 
(=3)* %® Ж + Rop )( [Ga La Fiy Ул NG Ул, 可 二 УУ, x )cos 0. 
п, т і-2 
25 2 ЗЭ TOE е 
i =l -43( ЕА 1 + э З ЭТ 十 1221 DGX; Муж 2х3, JDA т 
і-2. 


х-2 
(AZ ,1 i Ro )( (85:18 十 1227 WG z, = е 2 Ул, ) ху ae 
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G3 2522 a t Eo Х Е ИЕ -1 Жы oc. У tin Уз; ))С5 Уз» Г Эр ЭХ, 
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十 十 (人 X| [Gas Ула Ка DG Уа У Ха К+ 
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(Yena + ‚Уз, )( 75:22 + Бұ DGX, 207 227 ух Tene 
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(2377 (Уз, a t „Уз ML TG Уз | + уз? DGX -1 一 227 JEA 


х-1 


+…+(-3) 2 ( D К» Уу. э оз -1 Pa СУЫ -аУ ),У;) іп, ) 
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х-2 
((, a z ы; )( [Gx + it Xf )) хи = 
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х-2 
і i, 7 7 
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21 
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код х Хэл. )(] | (ӘЛЕ 十 ім Уз )) хи 市 + 
1-1 


х-2 
ШЕШЕ ТЕЛЕ ++ 
1-1 
| х-2 | | | | | 
ly L і; і 
— «Уз, | [Gayi + Voi DOG Xz; + 2: ee 
i=2 
: : х-2 | | | 
2 1% і; 7 
Ундаа таа › | Gar Уг + ist Voi, )), Yi, )cos Ө. ) 
i=l 
2” 


56 


)) 


第 三 、 前 人 工作 的 总 结 : 
从 两 点 出 改作 图 时 生 锈 圆规 的 能 力 和 普通 规 尺 是 等 价 的 的 原因 是 第 一 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 
f ÉE BJ — 2 fF AF, ARE BG BH Ж А Ж BA 


С о Hita, созбу 2 sind +--+, sinp) 
x Узу WA AR A AA tp 26 JJ 
Ba Z SNe oe a COs Gy et OSE) 
С оё 4-45, 0080, +2 (4 sing +--+, sin) 


AY AK) PA wa tH £ RE ER. 


20 sin, -----х, 0) -2o соѕ50 +:::+ x, соѕ0 )) 


CX, Y, XX, EZ ， 且 XX 与 》 同 奇偶 ) 


4 x, COSO, +++-+x, coSO = А, х0 +:--+х 510 = 及 ,可 知 第 一 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 


EN 
4 4 (C+3y)XA +В?) 4 2 2 
的 三 级 作 图 中 ， 可 得 到 — БЕКЕТІ” 和 
4 4 (2+3yXA +B) 4 2 2 
A МЭВ 4 108 Әм 
4 4 (2+3yXA +B) 4 2 2 
xB УЗуА 4 _1 A V3yB 这 两 个 “A1,B1)， 可 推 得 第 二 次 一 级 ， 
4 4 (XxX+3y)A+B) 4 2 2 
хА 4 1 
Deas 4 
二 级 ， 三 级 作 图 的 二 级 作 图 中 ， 可 得 坐标 差 为 : yp 4 1] ”型 的 两 
了 


点 ， 可 推 得 第 二 次 一 级 ， 二 级 ， 三 级 作 图 的 三 级 作 图 中 ， 可 得 这 些 (A1,B1) 为 
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: 


22004 00 xB |/43у 1 (В 21 
(x +3y2XA +B) 4 2 4cx 4 (x +3y A+B) 4 


схА 4 1 
一 一 一 十 ecxA), 
со ( 7 ) 
схВ 4 1 сха |х-3у 1 cA 4 1 i 
| 20 72-50 2771 00) 2 9 Б = 2 2 2 2 ---схВ) 
4 (х +3y XA +B) 4 2 4c x 4 2 (х +3y XA +В) 4 
схА 4 1 cxB |x +3y 1 cB 4 1 
Ca кый кыры е) (+, | e, 
4 (х +3y XA +B) 4 2 4с х 4 2 (х +3у (A+B) 4 
cxB 4 1 cxA |х:-3у 1 схА 4 1 , 
У ao Ra A a ae ee ш. 
4 (х +3y XA +B) 4 2 4c x 4 2 (x +3y XA +B) 4 
ӨӨӨ GE: CEZL,c0 ， 且 取 值 满足 所 需 条 件 。) 
тээл A EO Sia л ca 
即 第 3 级 г 4 型 因子 为 可 以 一 了 22207772 这 样 的 实数 。 


总 之 ， 主 要 是 反复 利用 生 锈 圆规 从 坐标 差 为 (XA YB, XB УА) Ж BJ Р кх AMI AK р 28 у 


(xA+ УВ, хВ + yA) 型 的 两 点 出 发 作 图 ， 得 到 这 些 (A1,B1): 


Ж 4 1 1 4 1 
(Tl B= (XBL | 
2 (x+y NA +B) 4 x 4 (x+y NA +B) 4 
B 4 1 то | 4 1 
Se +, | ent СУРОВУ! 
2 (x+y XA +B) 4 4 (x+y NA +B) 4 
4 1 Эрэ 74 4 1 

Aiea ee ——ecxB + (схВ + ТЕЛИ ET Se ae 

2 (x+y NA +B) 4 4 (x+y NA +B) 4 
B 4 1 Баз 1 4 1 
一 :+ 2 912012 2 МЭЛ + 2 INFAZ 4521774 
2 (x+y NA +B) 4 4 (x+y A+B) 4 


4.4... ( 注 ，ce2Z,c 关 0 ， 且 取 值 满足 所 需 条 件 。) 
后 ， 进 行 二 级 作 图 。 通 过 这 样 的 方法 得 到 利用 生 锈 圆规 从 两 点 出 发 作 图 所 求 作 的 点 。 最 后 
可 得 到 这 样 的 结论 ， 利 用 普通 规 尺 从 两 点 出 发 作 图 所 可 以 作出 的 点 ， 利 用 生 锈 圆规 也 可 以 
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做 出 。 


第 四 、 生 锈 圆规 作 图 方程 定理 及 其 推导 : 


通 过 E E KA ATYA: 4 x 为 偶数 时 ， ,A 为 
G сов, -2 sing,- т. 25 sing, +222 cos 6,) 
x x 1 1 


2 SB: 

i=l 1 1 ri X; 43 wt У; > a ! 
КЕРН 十 De — —W . pb.) e (2 —sn0 + —2——cos 8 
(21) Car 2? ( 25 25 В 


3 y, 1 1 | a 
(一 一 一 sin Ө, + y3 y, cos O + кин ао. Ө, – 23 sin 6,) 
т 2х4” 2х4? 14 +'В 4 4 
i=l ee 1 1 1 Х, 43 ха У; 
foresees +(—1) 2 6 — ee Тр ( 4 за sin 0. 
(= у Ч | CAP ЕВ? re ( 25 I 25 ү) 


Xi Уу 2 Ñj» 2У 77, 2x-1 Xis 2x-1 У, e Z) ° 


ч x х а шон А ж 
1 1 3 
(——_ cos 8, – ts Ө, – — 4 “sin Ө, КЕР) cos 0.) 
> 2x4™ 2x4” "42 +'В? 4 4: 
i=l el 1 1 ха, КЕ xa Y; Ú „BN: 
eere +(—1)2 ө ——— 9 (2 cosb. -—— sin б. 
(-1) сг a ris re: Заа 3 
1 1 
(—++— sin 0, + ЛЭЭ” —— - — ө (4+ 008 0, – 2% sin Ө,) 
2х47 2х47 1A +B 4 4 


No х J 
2, = [1 р 433, 
КЕТЕ +(—1) 2 e | 1 --ш--шт--т--)0(2--810---2--с080 
(-1) (( СА? +В? ла) ( 25 25 ) 


GAV 2Х%» 2 Уг!» 9х1 Xis 2х1 У; e Z) ° 


H 此 可 8: Қ x 为 A A 时 
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(-425--совд, - SETA sin Ө, — ДЕ ЧИЕ °( - sin Ө, + УЗ уу сов 0.) 
m 2x4 2х4" КА? +B? 4 04 4: 
( 
( 5 15 
Х-2 х-1 ми 
+з +(-1) 2 eJ] 50, :一 一 Sin 0,) 
е=1 
Вр 
43 y 1 1 43 y 
(= cos(0 —0,)+ 310 sin —0)+ — 7 (SS sin, —0,)+ 325, cos(0 0) 
лс 1 4 1 J i Ar + i B. 4 - 2 42 2 7 
= 1 aX, УЗ у 

+. e —— -—)e(4— sin(0, —9,) + — cos(0, —0,)) 08 

2 (-1) dI TAP Б? De ыа (9-0) үзе (0-0) 


-1 0-0, Be 0 =O 
全 由 cH то 77 соо = Tp T е cos(0, —0,)+ sin( )) 


(321023 26» 2 ye, ох Хоз ах Ус е2) 


当 x 为 奇 数 时 | “А? +^В” 为 


| | 1 1 | 
оно чав тар үй sing + сай) 
no x x 1 + 1 


) 十 


х-1 х-1 
1 х1 X; 43 хэ Ур 
РОУ -(-1)2 e «П — —) e (2———с050, кыыз с, 
иб 4 2^ 2, 
2201 3 y, 1 1 | Ууу а 
( ын -1 sin O + УЗ», cos 0, + i, A2 i D2 =e 20 хийг Ай sin 6;) 
m 2x4" 2x 4* АВ 4208 4* 


9. Яу | 
Eo 0.) 


1 
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ЫП 


3-9. 5 І 43 y. 
T(E —0,)+ 22 8ш(0:-0,)- von жо, “Суз ш(0:-0,)- = cos(6. —6;)) 


УЗ „чу, 


( 


х-1 1 | 
> ЕНЕР р “(11 ЕРТЕ eS cos(@, —Ө,)+ Эа 8ш(0:-0) +++ ++ 
1<i, j<no е-і е 
1 1 1 V3.9 
-1) e Se: | a — sin 0-0)+— D“ cos(O -0, 
(-1) «П. RR 4 yanan, НЫ» (0 -0,)+— cos(0 -6,)) 
(Aoi анаты азулы Жы y e Z) ° 注 : 若 4Х,-(,Х4,Х,%3,у,,у;) , 则 


уус (m e ep (а аем та <2" 14042" [ер <2"), 


又 因为 : 当 x=1 时 ， “А? 十 * B. 为 № (52 cos(0, - -0)+ sing,- -0)), 当 i=j ІМ, 
1<i, j<no 
- Lawa -0)-0, 


Le cos(0 — 0. 
2 ( „у= 


15 1 1 
22) “от л голт түс ae aa a m | 
4 GA + Ву (ГА? + 22 В?) (А + 8 ) (CFA + УВ?) 
кере у 


(i e М”,<і <n) 
由 此 可 推 得 : 生 锈 圆规 作 图 方程 定理 : 五 的 表达 式 是 一 个 关于 常数 与 cos 0 ,Sin 0, 进行 加 ， 
减 ， 乘 ， 除 ， 平 方 和 开平 方 运算 搅 在 一 起 的 解析 几何 方程 ， 儿 的 表达 式 中 的 代数 式 


61 


1 


1 1 
кж ,| 有一 玫 代 数 式 中 出 现 sinlG-6) 的 系数 不 为 0， 则 代数 式 


ie 
le 


1 1 
Эй ЗА +В? _ 2 OF 005(0;—0,), віп(6,-0)) 和 分 母 中 的 сов(6,-0;), 


1 


ЖЕК ЕЕ! rT 
азва 中 一 定 存在 。 二 、 与 代数 式 | ] 


1 
Tara p? 4 217 


le 


- 1 1 
中 的 cosg ，sing enact] Іт TD 二 中 除去 常数 后 一 定 存在 。 代 数 式 


€E 
le 


1 1 
5 中 除去 常数 后 存在 的 cosg ，sing 在 与 代数 式 


1 1 
Хүр ал RMA h Z — RH. CB 


cos(6; — 0) = соѕ0, соѕ0, -80,810,, віп(0,-0,)-5іпб,сов0, -сов0,віп0;) 
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1 1 


HEM рїн: о6-0)-1, зм -6)=0, яв, TV таттарга 0 


Й, ВЛАИНА А “Ж FEED AC VE TY AE HE лд, Ж) 
用 生 锈 圆规 也 可 以 做 出 ”这 个 结论 的 原因 。 


五 、 应 用 解决 新 问题 : 
问题 (1): 己 知 A,B,C 三 点 ， 能 否 作 出 点 D, 使 得 AC=AD,BC=BD。 


无 法 作出 点 D。 证 明 : 
2п 2n 


设 点 A 坐标 为 (0,0)， 点 B 坐标 为 (2.cosg,>sin0) ,点 C 的 坐标 为 
i=l i=l 


2n, 2n, 
Ж со80,, > sin 6,). 
i=2n +1 i=2n +1 


ДІ Вт Ж 所 D 点 的 坐 标 为 


2п, 


-È sino,’ 5 соз0)- 205 соз) sin бом 5 sin 0.) 


i=2n +1 i=2n +1 


HÈ соз)". 19) со80,) 


( эт 
> cos 0,)° +O, sin 0,)° 


-È sin 0)? СУ sin 8,) = 200 созо) sin 0,- У со80,) 


i=2n +1 i=2n, +1 


= созд > sin 0,) 


i=2n,+1 
2п 2п Js 


(> cos6,)* + (У 805) 
此 点 坐标 是 无 法 得 到 的 。 分 子 中 的 cos(O -0) 5іп(0; —0,) 和 分 母 中 的 cos(O –0,), 


63 


sin, 一 0;) 所 对 应 的 系数 和 所 处 于 结构 位 置 不 一 样 ， 因 此 违反 了 生 锈 圆规 作 图 方程 定理 。 故 
此 点 不 能 做 出 。 

问题 (2): EAA, B, C, D 四 点 《四 个 点 中 任意 三 点 不 共 线 )， 能 否 作出 直线 АВ 与 CD 的 
交点 E? AC 与 BD 的 交点 F? AD 与 BC ZAG? 


无 法 作出 点 Е, 点 Е, 点 Go 证 明 : 
2n 2n 


ҢА 坐标 为 (0,0), мв AB k 3 È cos0,2 sin0) қос 的 坐标 为 
i=l i=l 


2m 2n, 
CY cosd, Ў sind), ЭХ ЭЛ201777 
i=2n +1 i=2n +1 i=2n, +1 i=2n, +1 


所 确定 的 CAL, B1) 为 (cosO 1,5100), .,)---(Cos@,, sin@,,) 。 则 Ac 与 了 的 交点 F 的 坐 


СУ cos.) > sin(6,-8,)) СУ sin, > 8ш(0:-0)) 


i=2n,+1 1<i<2n,, i=2n, +1 1<i<2n,, 
( 2n, +1< ]<2п» 2n,+1< ]<2п» ) 
= A ,9 22-072: 2-22 227 -: 
标 为 2 sin(0, — 0) > віп(0, -0,) 
2n,+1Si<2n,, 2n,+1Si<2n,, 
2,415 )<2п; 2n, +1<j<2n3 


He AREER. PE HH со80,-0), sin(O, -0,) 和 分 母 中 的 cos(O —0,), 
біп(6, 一 0;) 所 对 应 的 系数 和 所 处 于 结构 位 置 不 一 样 ， 违 反 了 生 锈 圆规 作 图 方程 定理 。 故 此 
点 不 能 做 出 

问题 (3): 仅 利用 AABC 的 三 个 顶点 A,B,C， 能 否 作 出 AABC 的 外 心 点 D、 内 心 点 EB、 重 
心 点 F、 三 个 垂 足 点 Gi, 点 G52, 点 Gs、 三 个 旁 心 点 嫩 , 点 于 ,, AA. 

无 法 作出 点 D、 点 E、 点 F、 点 Gi 点 G2; 点 G3、 点 嫩 , 点 刁 ,, Ну, 证 明 : 


2п 2n 


设 点 A 坐标 为 (0,0)， 点 B 坐标 为 (2 cos0,> sin0) ,点 C 的 坐标 为 
1-1 1-1 


2m 2m 
СОО . 则 所 ж 点 D 的 Ж 标 为 
1=2n + 1=2n 十 
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2т 


(Din 0) у cos 0,)° 十 ( 5 sin 0,) )— ( y sin 40084, кав)? 


i=2n +1 і= гал і- zat 


asino y> соѕ0,) – 20 сок) > sin 0) 


i=2n, +1 i=2n, +1 


2т 


ОЖ У cos 0.)° 十 ( У sin 0.)° )+( у cos Ө,)* Оек +È sino ) 


i=2n, +1 i= шал і- men 


2 сок) > sin 0,)— 20 sin.) »? cos 0.) 
所 求 点 E 的 坐 标 为 


2n 


О р. +È sino “( > соѕ0,) + 


i=2n +1 


2n, т 2 


( >` соѕ0,)? + ( У шору. 


і-2п +1 i=2n, +1 


(2 29560) зав) + ( > cos 0.)° + ( > sin 0.)° i 


i=2n +1 i=2n +1 


+ О a > cos 0.))° нем) У sin 0.))° 


і= 2 +1 i=2n, +1 


2 2 2n, 


(> cos6,)* + (У ѕіпӨ,)?«( У sin@,) + 


i=l i=l i=2n, +1 


( Уу соѕ0,)? + ( У sin 0.)° (sina) 


i=2n, +1 i=2n, +1 


(Leos) (sing + У соѕ0,)? + ( У sin 0.) )、 所 求 点 F 的 坐标 为 : 


i=2n +1 i=2n +1 


+ (>eoso)- СУ cos 6,))’ +È sino- СУ sin 0,))° 


i=2n,+1 i=2n,+1 
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2 


(О яп6)- ( У sin0))° (sina > ШУЫ Y сов0.)) 


ome «анч Ёст 
(Qing > cos0)— бум У sin 6,)) 
ome = 
-(2eoso)- Су соз Ө,))* (È sing у sin0) + СУ созбу > cos 0,)) 
анон > cos 0,) — Seman: > sin 6,)) | I 
所 求 Ч С, 的 坐 标 为 
(È созо) sin бо > sin 0) + (Q e084.) > cos 6,)) 
| (балау Freese" | | 
sing sino) | у sin0) (ууссэн ) У соѕ0,)) 
20 Ён 
(езіп Ө)? + > соѕ0,)?)) 5 
Оек + (sing 19) cos6,) + 
2 cos0,)” +( > 8ш0,) • ЭХ 
тээх Н 的 坐标 为 : ‹ (око + (sing : (> do Te) баву? 5 
- (È созө)- Cy cos0,))° +È sino) - Су sin 0,))° 
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2п 


(2 зб + (sing, <> sin 0,) + 


2n, 2n, 2n 
( соѕ0,) + ( > sin0,) (> 80) 
i=2n,+1 i=2n +1 i=l 


2n, 2n, ) 
2 5 2 о 
( > coSO) +( > sin 0.) 
i=2n +1 i=2n +1 


2n n 2n 2n, 
- (È соѕ0,) – ( cos0,)) + (У sind,)-( > sin@,))’ 
i=l i=2n i=l i=2n +1 


点 D 的 坐标 ， 点 F 的 坐标 ， 点 G 的 坐标 无 法 做 出 的 原因 是 : 分 子 中 的 cos( —Ө,), 
sin(O 一 0 ) 和 分 母 中 的 cos(O –0,), sin(O, –0,) 所 对 应 的 系数 和 所 处 于 结构 位 置 不 一 样 ， 
违反 了 生 锈 圆规 作 图 方程 定理 。 故 点 D， 点 F， 点 Gli， 点 GG, 点 G3 不 能 做 出 。 

点 E А. s H, 的 坐标 无 法 做 出 的 原因 是 ， 由 生 锈 圆规 作 图 方程 定理 ， 与 代数 式 


:分子 中 


2m 2n 


( > сов): 十 ( > sin 6): > 586) 


i=2n, +1 i=2n +1 
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作 图 定理 : 若 平面 上 存在 n+l 个 点 ， 分 别 设 为 : (a,b),(a+x,,b+ у,), (a + x, b+ y, ) › 


В (у. ул) (а, АР ОЗ ЗЕТІН АА. (+AA занд + улуу, 


b+ УВУ зс + dey) (а, bi ус, d, Є ВА, B WRF ех, ў, у BTA 
J i=l 


限 次 运算 ， 乘 方 ， 开 方 运 算得 到 的 代数 式 ， 且 不 能 化 为 一 个 常数 。( je ; f; Є R)) 这 样 的 
点 利用 生 锈 圆规 作 图 均 不 能 作出 ， 利 用 太 规 作 图 或 圆规 作 图 部 分 点 可 以 做 出 。 


= 1 1 
证 明 ， tet] түрт 2 АН ВО, BELA SLR RITE F, 


Ё 
le 


n>1 时 , 除去 五 后 的 代数 式 均 是 含有 常数 , 所 以 对 于 坐标 为 : ағу, È, aex, Беу), 


b+ (Bi сх + diey) (a, bi ус, d, Є RA, B, 均 是 关于 ех, fy 进行 有 
J i=l 


限 次 运算 ， 乘 方 ， 开 方 运算 得 到 的 代数 式 ， 且 不 能 化 为 一 个 常数 。〈 ;ej ; f; ER) 这 样 的 
点 利用 生 锈 圆规 作 图 均 不 能 作出 的 。 尺 规 作 图 和 圆规 作 图 均 可 作出 : 已 知 A,B,C 三 点 ， 作 
出 点 D, 使 得 AC=AD,BC=BD。 已 知 A，B，C，D 四 点 (四 个 点 中 任意 三 点 不 共 线 )， 作 出 


直线 АВ 与 CD 的 交点 EE、 直线 AC 与 BD 的 交点 下 、 直线 AD 与 BC 交点 G。 仅 利用 和 AABC 
的 三 个 顶点 А,В,С, ЕН ААВС р. БАН E. о F. Z43E G, О», 
AG., =) A, д H, RA. PRD, 一定 可 以 作出 坐标 为 : 


СЭГС жу), b+ (BO усех, +; d,ey,)) С, КЕ d.e R „А, В, 
і i=l j i=l 


7 Dis | Сіз і 


均 是 关于 exp Лу HET ARH, ЖЛ, WASH ЗІН ЭХ, AREA i 
Ж. Gep; fi е R) 这 样 的 点 的 其 中 一 部 分 


七 、 关 于 3n+1 猜想 的 规定 及 3n+1l 方程 的 构造 : 
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жж. 1. ERA, HALMEEN) B x> 2", жЕ x (ДИНЕ 0 88111 


ава 2,52 (n є МЭ) 的 表达 式 中 ， 对 于 任意 太 的 取 值 均 为 0 或 1。 
2、 设 一 个 奇数 a 乘 3 以 再 加 1 后 得 到 偶数 3a+1, 偶数 За+1 除 以 2'(ne NN') 得 到 新 的 奇数 b 
的 这 个 过 程 为 1 次 程序 运算 。 


З. А а EAA n(n e №) 次 程序 运算 得 到 奇数 1, ДК а 2”(те №) 32322224 п 次 程序 


运算 得 到 奇数 1 的 数 。 则 称 = 2 (п є М) БИЕ іп 次 程序 运算 得 到 奇数 1 的 数 。 


证 明 : 原 猜想 可 划 归 为 : 任何 一 个 正 整数 a， 经 过 有 限 次 程序 运算 总 可 以 得 到 奇数 1。 
经 过 0 次 程序 运算 可 以 得 到 奇数 KER: 2%(пе М”), 812" (пе N) 化 简 而 得 。 


经 过 1 次 程序 运算 可 以 得 到 奇数 1 ІШІБЕЖ. (О,27)92%(п,п,е М), H 


і-0 
22(m +1) 2 1 
3 


асы 2 ОЕ ла US Ба ЖЕ Шуй Жош 


2 (nn, е NV) 化 简 而 得 。 


Фа 十 Y22612 ne gee 2 2 ын 2% (п,п,,п, е N) ! H 
i=0 i=0 
ЭРЭН 1.2? +0 24 
( 3 : »2%(т,т,,т, е М) 化 fi 而 得 © 
gin 1 - 2 2 2 2 2 2)+2 2 2 
= 5 p> 2?! 42 Ny 452 n 十 1 D (3i+n,+2)+1 +2 (3i+n,+2)+ +2 (3i+n, + +3) .9" 
Nos 
i=0 , ІН 
(n,,n,,n, е N) 
Су төө) -1 Я 
( 3 ).2° +1 201 
(——e° *(п,,п,,п,є N) 化 简 而 得 。 
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通过 以 上 内 容 ， 


为 


aim -І--х, х] т, =1+х, Е | | "724 БХ, гэ” -14 +x] 
i=m, + 

(la 2 i—i h 11555425 
220" тақа. © зол гіз, +, o| ?+%ә] -341- 21" кы! 

Xa- +( ) My 2 一 2+X 2 111 —1+x, _ 一 ) э -1+x; 
( i=m,_i+1 2 2 )° (Ее 

9 gri -І--х; 
п ( m; )+m,_,, —1+X,_, n 
( > (2m +X; ))+Xp_yat 2 1 ў 2i+( >: ху) дт 2%» | 
j=n—y+l j=n—y+l 
2. „= ОУ 275Уу а 
i=( У тон 
j=n-y+1 
y-2 > (2m, +X; ) ШЫ Hx, ун | 
і j=nti+l—-y у-1 
Қа? -23 діт ІС ЕТЕГІН ) nay ілі | 
бс eee 
y=3 3 i=2 2 
n (т.) 
(ағымы ЖОО анды жа em оо [mb] 
i=2 è i=2 = a JI. Т0) | — ——— 
2 |x |+ È 2 эх 2 -372)0 2252 ) 
т )+1 和 

( ))e2 


(m >lmeN’',m,eN ,x е10,-1 (j є(2,--,0-11,1 є {2, 


可 推 得 规律 : 经 过 n 次 程序 运算 可 以 得 到 奇数 1 的 正 整 数 的 公式 是 一 个 方程 


m, +m, 1-І, ША -2+х,1] 


кау | +( > ' as, » 
n 


ant 


规律 的 推导 公式 可 用 数学 归纳 法 证 明 : 
1、 由 于 经 过 1 次 程序 运算 可 以 得 到 奇数 1 的 正 整 数 为 


2”).2" (n,n EN), WEER, МЛ k=1 时 原 命题 成 立 。2、 


假设 k 为 n 时 原 命题 成 立 。3、 则 当 k 为 n+l FF: OX 


m, =1,x, =—1,b €{2,- 中 且 设 任 意 一 个 小 于 的 正 整数 c Mil 
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‚п}) 中 的 所 有 正 整数 。 即 


m. +x, >0 时 : BEA =l, WARA: 


n ( Mm; )+My_y —14+-X)_5 п 
( Ж (2т;%х;))%х, уы 92% I 4 214 У х;) al ty 725] 
j=n-ytl 2 j=n—y+l 
2 Хук 十 ( уд 2 ) 2 -24%х,; 
i=( >) тун 
і-п-уы 
n-b-l У (2m;+x;) 31"-2-0] 3") 


ыг SC Bee Nee үнэ? 
( 2. (=== J)e tsa 一 1 


( y=n—b+1 ) 


„2”м+ 
‚ OER ERM е(0,п), Шт+х>0: WARN EA): 


т, -І-х, 2 ) M, +My -І%Х, 1 21 тыа —2+x,- ] 
2i m, +X, I+ X, 
> 2 2 I Xn | a ( 52 2 4 "па 2+ 
і=0 i=m, +1 
и 
3 9 
n ( 52 m;)+m,_,—1+x,_, n 
( > (2ту+ху))+х„_ yy Хасу | ШЕСІ 92 х) J| 24% | 
j=n-y+1 ј=п-у+1 
2 ° Ху + ( 2 ) тз 2 гэн 
n-2 i=( У тэн 
j=n-ytl 
> ( зэ ) р 


952 ӚЗ ІЯ — 1), 272 ( 当 
22-1, 2° 
Ma =l Xa = 10, BM 2m, =1 时 ， 由 于 一 3 一 了 3，7% Lx, 88 


р ЕВ 0 ; Вт 以 
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т, -І-х, l+m, —l+x, „2” -2-х,| 2 т +m, -І-х, 2; эһ =2+ 
21 0 21 Mpy +X +X \e 
( 2 25221, Due о 0 шар =: 
ї=1+1 =. i=mnn +l 
3 3 3 
4 т +1 =н -0,т,, Хы T -І%, Ыр 2т, + Ху = 2 a 2m, F Xi =) 
2°62? -1 _ 2421-5222 
F , селее 677 , wea E , р 
Ы 由 3 3 3 Ar Ц 
т,-І-х, | 1+m,,—1+x,, сай -24 +x] 
( > 92 )e2? 28 | СУ 229), = 
i=0 = 29 + i=1+1 А 25 
3 3 
Mp +m, —1+x, эһ -2-х,| 
2(Myy +, 21--х, ° , 
n+l —1+х 2 | n+l | j ( 2 ) 27% -2%х, 
ЭР 十 i=m +l 
20 3 
т,-І-х, | 2+m, —1+x, 23 -24 +x, | 
( > 2422 =j 2 > 227) - 
і-0 — 29+ i=2+1 ЈР 
3 3 
т 1+ п т, -2-х, УУ S yq 
Ses i me na DA ERRERA 
2 ж P 
Янаг? n+l 2" -2-х, 
2! + і-т,ц +1 
i=0 3 
Ñ 为 
т, tM, =1+Х, от, „—2+х„] 
2(тү+х, a 21+ 
ntl ale аг т lt Xp 2 ы 2 )* 2” -2-х, -183| 
21 i=m,„ + 
«== ас 2ЭН : “Пе ята)? 
і-0 
т,%т,1 —14+x,4 alm п—1 -24 ыг! 21% -l+x, | 
Z(M, +m, Xn HX 2i+X, I +X, 
2 | 8: x,|+( >, 2 | "Л э" 1 Ху шах 2” -І-х, сон alm 2 


( 


i=m, +1 


9 


)* (== ЭД: -І--х; 
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пы 


пы ( > т; )+m, n+l- y TH -у һы 


( У (2т, +X; )) Худ ун }=п+1-у+1 21 > х) "н y —24 Xni- sil 
Ј=п+1-у+1 J=n+1—y+1 
2 “А ыу 十 ( > 2 Р AKAN ут2ЖХ,а-у 
n+l 
= У m) 
Ј=п+1-у+1 


n+l 
y-2 С ; (2т;+х;) { [ЖК Hx ya | 
eat 1 Q jentititl-y Ул 2 
-1 23 2 +3 je my -16Х,аа- yt ) 
Sa i= 


У 
у=3 3 
n+l 

n+l (т; )+m n+l 

(> Qm, +x;))+X, > 1 2 j+ (x) n+1-3 > (2т; +х;) alm] 
2% lx, |+ 2 = -02 2 2 +372). -—___) 

2 ee 
n+l 


i= тэн 
і-2 
3" 


п+1-у гіт —1+x; | 


«П 


)e2 


(m >1,m еМ",т,еМ”,х е|0,-1() в12,-,пы2ріе42,-,-11)0 中 的 所 有 正 


整数 。 即 k 为 n+l 时 原 命题 成 立 。 故 原 命 题 成 立 。 


Жо 3n+1 方程 : 


要 证 BJ 3n+1 Jpəaə 想 只 т # A J # 


Е 
_ 1 一]+X 一 2 十 X 
2m) |+ С Вэ wn дең 2" ë. 
aim -1+x; | тул, р | К эшл р-1 alm -1+x | 
i=m, + 
Иж > з) С. E E СЗ 
3 as gri -І-х; 
т,а%т,2 一 ]+X7 2 | alte -2+x 2 | "ч 一] 十 Xp ] 
Ээ туу лаа +X,-A)+X, 4 yl 十 ( >` 2259) 二 Xp Je 252 Ж 341 шээг. ) 
р 2 р-2 р-2 2 p-l р-і р-2 
гт, 1+1 
аж ~] 
9 1-2 
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бт) + 
y+ 
glm- x; 
от -І--х; ) 十 


Р 
(У т/+т„,-1+х„_, 


р 
( > (2т;+х;))+хр ун j=p-ytl 


Ј=р-у+1 а 
2 e X p-y+1 + ( 2; 2 )。 gr- —2+х,_‚ 
i=( У тун 
Ј=р-у+1 
(2т; txj) дтн -I+Hzp | 


Р ч 
2 22. 7094 хэ? 9«1- goya "18 Хр-ун ) 


(> С 2 


у-3 


сау 
|+ Бэ 227 45 2224 де +32 一 )。( 一 
Dima 


P 
Уот, +X; )) х, 
2 i=2 


ae 


ЖЫРЫ > 2 мы 


-Інш| т,-Ізм, 


Ñ 27 [=п +1 
ШЕ TET Жетті Б > Qs 一 @5== ты 


X(n жа М Ч поа +Ng_2—l+w,_» Ие" ed alta 
ЛЫ ел арта Е 十 ( > 2 4 ss 
4-І п4-2 2+2 Ж БЕП 
( і-п 1+1 2. 2 
9 
4 
ч ( n; )+N,_y —l+w,_, 2 
( > (2пум))м у 2: q-y ЗЭР, э > w) ээ —2-+w- | 
2 j=q-ytl e УЙ, HI 十 ( % 2 j=q—y+l )° 


i=( У n;)+1 


Ува-ун 


4 
> (2n;+w;) 2"! гун 1+0, at | 


y | 2 I 
25 -(> 3 rey + 3° %(1- пауы йн УЗ] ) 
i=l 
Ox - 


y=3 


4 
CO >e )+n| 
am + > Зо L олы -347)(1- 
ae 
i=2 
сын 
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2j+y о) р-3 У (2ту+х;) Пт] 


«П 855 一 一 一 ) 十 
X ) 
p= 
гіз 10 
- 
КЕ alr -І-м; 
» ПЕ 2 —1+»; 


Їл, H 
«П5== 


274500) 4-3 У (2п;+и;) 21-19%] 


) 


) =2 


y+ 


一 一 一 一 ) 十 


(m. n >1,m, пећ, т. n EN’, xp we{0,-l}(i iel2. plk. he{2,.…,9}) 
此 为 3n+1 方程 。 


Ju, 3n+1 猜想 的 问题 展望 : 

目前 作者 认为 对 于 3n+1 方程 的 解决 尚 需 时 日 ,一 步 解雇 3n+1 方程 是 
很 困难 的 。 因 为 p 和 а 的 取 值 可 以 取 任 意 自然 数 ， 所 以 3n+1 方程 的 
解决 将 会 是 方程 学 的 一 个 很 大 的 进展 。 可 以 先进 行 一 些 验算 ， 从 中 找 
出 规律 来 解决 3n+1 方程 。3n+1 方程 的 解决 ， 即 3n+1 猜想 的 解决 可 
能 会 对 计算 机 科学 的 发 展 有 极 大 的 促进 作用 ， 且 一 旦 解决 就 可 以 得 到 
问题 ， 任 给 一 个 正 整 数 n WR п 能 被 a 整除 ， 就 将 它 变 为 n/a, 
如 果 除 后 不 能 再 整除 ， 则 将 它 乘 b JH c CRD pntc)。 不 断 重复 这 样 


的 运算 ， 经 过 有 限 步 后 ， 一 定 可 以 得 到 d 吗 ? 的 答案 。3n+1 猜想 
是 一 个 很 值得 研究 的 数学 问题 ，3n+1 方程 是 一 个 很 有 研究 价值 的 方 


程 。 
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